
4、 変分 法 、

モテ べ
。 最適 制御 問題 は

、

時間 の 肉奴 で ある 状態 x ( t) と 入カム ( t )
の 汎肉 奴 で ある評価 肉奴 J を 享 が制約 ( 状態方程式 ) の 下 で
最小化する 円咫 (変 分間咫 )

→ こ、 章で は
、
最適制御 問題 の キソ と なる 変 分法 を 扱う

、

4、 し
、
汎肉奴 の 停留 列も c

☒ 基本概念
汎肉奴
肉奴 を 与える と

、 それに 対応 して 実収値 が 決まる 写像

変 分 法
肉が 微分 法を 汎肉双に拡張 した 計画 、

ここで は
、
ス ( t ) E が ( to Its A ) から 実収 値 を 決める

JCN : = 1 " くし っし ( t )
、
I ( t)

、 t ) d t ( 4 .

i )
t。

という 形 の 汎肉奴 を 考える
。

ただし 、
Lは

、

ぶ
、
t ) は スカラー 値 肉奴

_

。 肉奴 っし が 決まると
、 検分 値 J CD が 決まる

。

o が 変 肉 双 (
"

変 が が 関 奴 で ある
、
という 意味)

変分 問題
汎肉奴 の 最小化 、 最大 化 を 考える 問咫

、

以下
、

基本 的 に最小 化 を 考える
、

同 微分 法 と 変 分 法
、

微分 法
「 変奴 を 微小変化 さ せた とき の 見出し の 変化 を 調べる

変 分 法
・ 変 関奴 を 微小変化 さ せた とき の IRRI の 変化 を 調べる

、

か 八

か (t) t SMM 8 孔 ( t) : 水 (t ) の 変分
関双 水 ( t) を 微小変化 させた

心 - -
- - - - - -

な
一・

.int/l とき の 変化 分
!

っい ! m 微小変化 が t に依存 する 肉双
水 ( to) - - - - -

inits



変肉奴に 境界条件 学 が課されて いる 場合
、
変 分 にも 条件 が課せ られる

許容 曲約 、 1 許容 関双
問題設定 によって 許される 変 関双

許容変分
問題設定 によって 許される 変分

固定端点 問題
初期値 NA ) と 終端値 NA ) が ともに 固定 されている 間咫

、 、
、 許容変 分 は

} 8 つ( (A) = 。
8 人 (M ) = 0

を 満たす 、

自由端点 問題
初期値 と 終端値 の 一 方 または両方 が 自由

囮 準備 と 記は、

変 肉奴 を [ to
,
As] で 1回 連続微分 可能 な肉奴 と する

.

C
'

[ to
. A ] こ 上記 の よう な 肉奴全体 の 集合

、

無限次元 ベクトル空間

非線形計画法 における 実行可能解に 相当 する の が 許容曲線

S : 実行 可能 領域に相当 する 許容 曲線全体 の 集合
、

っじ が 局所最適舷
ヨ
E 7 0 st 、

tx E S n B (が
、
E)

,
J [が ] E ] CD

def
Where
B (が、 E) :りつし adf.to

. A ] | 収 一が 1と、
< a } ( 開球 )

ぐ における 1 ル ム を

収心= max 収 ( t ) 11 + nax 11 か ( tN
tE [to 、打てる

、 tdto.AT?hT
と 定 孰 する

、

h次元 の ユークリッド ノルム

※ 一般に
、
汎肉奴 の 被禎分坂が っし の r階 まで の 淳 関奴を含む

とき
、
変 関奴 入 は r 回連続微分可能 関取 と し 、 その ハレム を

「

max州に ここ を、 。 eam
11が ( t) 11

と する
、



☒ 最適性条件
ある 許容 曲線 が が 汎関奴 J的 に対する 局所最適解 と なる

ため の 条件 を 考える
、

→ 許容曲線 が つけ+8人 へ 変化 し た として
、

J [が+8か と J [が) を 比較する
、

各 t において
、
被視分関奴 L の が ( t) まわり の Taylor 展開を 考える

。

くし が ( t) t 8人 ( t ) 、
ザ( t) t SI ( t )

、 t )

= いぼT問た なぼ爀惻咷駲淑恵こいじ ( t ) 、
狄か

、 t) にもから 示変分がぶまる
上 式 の 禎分 J [が +8刈 も 8x.SI の 2 人奴 ごと に 分けて

、

J [ ×* + SD = J [が] + SJ [が、 SD t IJ [ が 、

8×]

/ +01111誠 ) の 槨たいとう、 和変分る
のか変分

と表される
、

Q SI は 8人 によって 決まる ので
、 変奴 に含めない

、

適当 な 境界条件 を みたす 肉奴 7 ( 11411 1 ) と スカラー ✗ > 0

を 用い て
、

任意 の 許容変分 が

8 つにM

の 形 で 表せる もの とする 。

e.g 、
固定端点 問題
4 ( to ) = y ( ts ) = 0| 舳端点 問題
境界条件 は 不要

→ 自動的 に つけ t ✗ y ES . ( 拘束条件 の ない 非線形計画法 と )同じ状況

→ 許容変分 8x = M に対して
、

J [が 十 ✗ て ] = J [ス*] + の SJ [が、 D + の 5 J [が、 D

to (のり
と なる

、



したがって
、

以下 の こと が いえる
。

o ある y に対して [ が 、 7] キ O なら ば
」

で は 局所最適 解 で は
あり 得 ない

、

( 非線形最適化 における最適性条件と 同様 の ギロン )

。 8] [が
、
7] = 0 が 成り立つ とき

、

✗ を 十 分 小さく とれば
、

J [が 十 M ] - ] (が ) の 有 号 は NS 2

J [が
、
D の

対 号 と 同じ に なる
、

いfzffifff で なければ なら ない

がが 局所最適解 ⇒ J [が toD 2 J [ 孔灯

。 任意 の y に対して 、

8 J [かい] = 0 が 成り立つ とき
な > o

、 Y to ,

82 J [が 、 7] 2 8

⇒ 0 く のくくし
、
t to ( N ) /よ > 0

→ J [ ×* + × 7] - J [M] = が 何ば、D +
O (のり )の

2

が ( r + 梁 ) > 。

→ では 孤立局所最適解 、

8 つに ✗ て 、
✗ こ 118州 i で ある こと を 用いて

、

以上 の 議論を

言い換える 。

Th 4
.

1
.

い) (停留 条件 )
許容 曲線 が が 局所最適解
⇒ 任意 の 許容変分 8 人 に対して SJ [が

、
SD = 0

.

(2) ( 22ス の 必要条件 )
許容曲線 が が 同所最通所
⇒ 任意 の 許容変分 8乂 に 外して

、

8 J [が 、
8人) = 0| 82 J [が

、

8×] 2 o

(3) ( 2呎 、 十分 条件 )
ある 定奴 よ > 0 が存在 して

、
イ璟 9 許容変 分 SK に対して 、

SJ [が 、 SD = O| 82 3 [MSN.it 118刈 で

⇒ 許容 曲絹 が は 孤立 局所 最適斛 。



方 2 変 分 8なしが、
SD は ヘッセ 行 子) の 22大形 ギ を 無限次元

に 拡張 した もの と 見なせる
。

→
「
5 J [が、

8人) が正定 で ある
」

という こと て

J [が、 SD > 0 for any 8人 も o

として テイギ できる
。

However . . .
。 無限に元 の 場合 、

固有値 も 一般 に無限個 ある
.

~7 8
2
J [ が

、
SN が 正定 で も

、
いくらでも 0 に 近い 固有値

が 存在 し うる
。

~) 22 た の t分 条件 を みたす よう な よっ。 は 有石 し ない
、

22大 の 十分 条件 で は
、
82 J [が 、

8刈 の 正定 怪 より 強い 条件 が
要求 される 、

同停留条件 の 事 き通し
.

Th 4 .
1 の 停留条件 は変分 8人 を 含む 形 に なっ て いる

変分 8 人 を含ま ず 、 汎肉奴 のみ に依存 した形 の 停留条件 を 得る に は
、

2下の補題を 用いる
、

L emha 4
.
1

.

f 1 A : [ to
, A ] で連続 な ベクトル 値 肉奴

、

そ ( M : f (A ) と 同じ サイズ の 1回連続微分 可能な ベクトル値肉奴
、

そ ( to ) こそ し た ) = 0 .

1 ※ f ( t) 「 そ ( t) d t = o

⇒ f ( t ) は 区間 [ to
. AD で 恒学 的 に 0

.

1証明略 )

Remarks肉奴f (t ) の 連続性 が本質的 .

.
. . f ( t ) が 不連続で

、
ある 1点 のみ で 非ゼロ で あれば 。

補咫が 成り立た ない
。 7 ( t) が r 回連続微分 可能 と仮定 して も

、
補題 が成り立つ 。

。 そ ( to ) 、
7 (A ) が 0 に 固定され ない 場合 に も

、
補咫が

成り立っ r



!月関 双 (4
.

1 ) の 場合
、

導 肉 奴 か ( t) の 変 分 8 が ( t) が

変 肉奴 水 ( t ) の 変 分 8 か ( t) と 無関係 で は ない
。

① 志 に ( t) +8 水 ( t ) ) = 永 ( t) + SI ( t)

で あり
、
水 ( t ) の 変化 に 伴っ て 生じる か ( t ) の 変化 は 志 (SNA)

で ある >

~っ これが うし ( t ) の 変 分 8 か (t) で ある ので 、

8 か ( t) = 志 8水 ( t ) ( 4
.

2 )

これに 注意 して JCN の 方 1 変分 を 計算する
、

被積分 肉奴 く ( っし ( t) +8っし (t) 、
らしは) +8がM

,
t ) の Taylor 展開

し 最適性列も の paragraph) で 、
8人 ( t )

、

8が t) の 1呎 の 2貝 のみ を 考える
.

オ、 変分 は
、

SJ に .SN た! (昔 8っし +青 si ) dt
と なる

、
ここで

、
(4 -

2 ) を 用いる と
、
オ 2 次 は 以下 ) よう に なる .

颭 孟 は dt た! 前 ぼっい) dt
こ (昔的 " - fj た (昔) 8か dt に 部分視分)

t 。

= 青 ( っし (A). 〗 (A). な ) SNA ) - 青 (乂 ( to )
、

か ( to) .to ) SNA )

- II t (昔 ) sxdt
この部分 積分 の 結果 を 方 、 変 分 に 代入

、

これが 変分諷
の キーポイント

SJ [ ス 、
8川 = 青 ( っし (A). 〗 (A). な ) SNA )

- 青 (乂 ( to )
、

永 ( to)

.to/8Nto)tfj) 昔 - 昔 (昔 ) } SNA ( 4
.

3 )

14.3 ) は
、
8か を 含まない 形

、

任意 の 許容変分 8人に対して
、

SJ CR 、 SD = 0 と なる

⇐ 衤皮群、分布、 における SX の 保奴 が 恒等 的 に O
.
に Lennon 4 .

1 )



固定端点 問咫
SN to ) こ よ っし (A ) = O より 、

( 4
.
3 ) の 方 、 次 . 牙 2 次 は 自動的 に

消える

自由 端点 間咫
水 ts ) が 自由 の とき

、

8 )( (Xx) も 自由
、

二) イ糸奴 が 0 で なければ なら ない
、

以上 を まとめる と
、

次 の 定理を 得る 、

Th 4.2
、

(オイラー の 方程式 )
固定端点 問題 における ( 4

.
1 ) の 停留 条件 は

、

去 (昔 ) ー な こ 0 ( to Its As ) ( 4. 4 )

終端値 N t」 ) が 自由 な 場合
、
停留条件 として さらに

昔 し (A)
、
I (A )

、 A ) S )し (A ) = O ( 4
.

5)

が 加わる
。

ReMark
(4

.

4 ) : オイラー 、 ラグランジュ 方程式
(4

.

5 ) : 横断 性条件 。

以下 の 例題 を 考える
。

例 4.1
、
最速 降下 線 間咫

。 質点 が 動 のみ を 受けて 曲線 に 沿っ て 運動 する とき
、

与えられた 2点 間 の 移動 時間 が最短 に なる よう な 曲線 を 求める
問題 、

o か

) Y (o ) = 0

Y ( つ(f ) = 4 f
•

fr
り いり (独立変奴 が 入 )

は T ・ P (34
,

4 f)

7 V

以下
、 4 (N を 変 関双 と する 変分 問題 を 定式 化 し

、 最速降下線 を

求める
、

g :動 加速度| m : 質点 の 質量
ひ コ " 速 さ

始点 を 出発する とき の 速さ を 0 と する
.



エネルギー 保存 町 より
、

Imび ー mgy = o

i ひし て ) = 1 2が

ここで
、
水平 方向 に 山 だけ進む の に かかる 時間 dt は

、
弧長 l し t ( 4 ' (っり)礼

を 速さ ひで 割っ た値 に なる ので 」

d t = l l t ( 7
'

(川 )
2

d 、
2 g 4 は )

と表される
、

よって
、

点 P に 到達 する の に かかる 時間 は
、

J [4 ] 2 ft く し り いり 、 で いい ) dx
、

L ( 4,4りこ f ※ザ
という 汎関奴 に なり

、
オイラー の 方程式 は

、

た ぼ ) 一 帯 = o

と なる
、

両辺 に 4
' を 掛けて

、
L が 水 を 陽 に 含ま ない こと に 注意 して 変形 する と

、

た ぼ で ー し ) = o

が 得 られる
、

たぼいりこ 利訓 '
+訓い -訓川 ・訓い

こいし さぼ ) -訓 二 。
☒

よって
、
上 式 の かっこ 内 は定奴

、

a : こ ま、
7 - L

として整理する と
、

IT IT
= a

丙辺 を 2乗して
、

b = Y ( 2gaり とおい ば
、

7) 1 t ( Y 12 ) = b ( 4 .

6 )

この 微分方程式 の 解 は 、
変奴 0 を 用いて

、

っし ( 0 ) = j ( O - sin 0 )
、

4 ( 0 ) = Y ( 1 - cos 0) ( 4 . 7)

と パラメータ 表示 できる
。

・ ・
・ サイ クロ イド

.

ある G で ( つし 101,410) ) = 1は
、
7f ) を みたす よう に b を 決定 すればよい


