
5、 連続的 間 システム の 最適制御 ( 変分 法 )

5.1
、

基本 的 な 問題設定と 停留条件 、

制御 対象
を (t) = f ( N t )

、
u ( t )

、
t ) ( 5

.

1 )

| x ( t ) E が i 状態 ベクトル
u ( t ) E が : 制御 入力 の ベクトル

内咫設定

tf や t.li 終端時刻
がい { 恋詮𤎼!簽嵡状態 t 状態 禍 式

(胃 が 制約 )

評価肉奴

J - E (水 tf ) ) + f が く ( っし ( t )
、
u ( t )

、 t ) d t ( 5
-
2)

t 。

[ to.tt ] i 評価 区間
t.MN

、

u ( t)
、
t ) = ステージ コスト

を ( っし し たり 「 終端 コスト / 終端 ペナルティ

( 5
.

2) を 最小 化 する 問題 : ボルザ 問題
G = 0 i ラグランジュ 問題
L = 0 : メイヤー 内咫 関奴を 与える と

それに対応 して

Remark
ここで 考える 最適制御 問咫 は.LT 実奴値 が決まる 写像

J : 肉収入 ( t ) と u ( t ) の 汎 肉奴 で ある 評価 肉 奴

を 学ぶ制約 で ある 状態 方程式 の もとで 最小にする 変分間𠠺ー
、

☒、 停留 条川 の 背 出し オイラー ・ ラグランジュ 方程式 の 導出 )
学 が 制約

_
各 tに対して値 が決まる

f (x ,
u

. t ) - I = 0

に 対応 する Lgrange 東奴 ベクトル を III Eが と する
、

制約 条件 の もと で 停留条件 を 求める ため 、 汎肉奴ら を 構成
、

J = E (NM ) + Ij ) L (x ,

u
,
t ) + が ( f - か) } d t 15.3)

な
Ren ark
最適制御 問咫 で 、 状態方程式 に 内応 する ラグランジュ 東奴 入 は

随伴 状態 /𦫿状態 と呼ば れる
、



ここで スカラー 肉 奴 H を .gs/j=部
「
入) = f

H ( x
,
u
,
入

、
t ) : = L ( っし

、
u

,
t ) tが f (N ,

u
,
A )

で 定義
、

しら
、

3 ) の J は
これらは 全て t の 肉奴

ら = E (NN ) + f " ( H (T.TT . t) - 建 ) dt
が

うし が 入ら ない 次 I が入る
攻

H を 最適 制御 問題 、 ハミルトン 肉 奴 という
、

以下
、
J の 変 分 計算 を 実行する 、

子 の 方 1 変分
、

SJ =
る と ははり

SNA ) + 颭 (曹 83し t芸 Su - が 8 dt
か

父連鎖律 から

=
る と し心が 8 水が ー にながが信 信が詩 瑚 dt

る入
父 部分 稜分

5 式 が (ASM d t = ド ( t) 8水が式 f 式 が ( t) 8水 dt

こ しる と はし玔
ー がい (M )] SNA )d)し

i + II | ぼが ) 8人 tsy d t

'

[
NA ) = x

.
が 国定より

、 と "

が ( to ) 8)し ( to ) = 0
0

8人 ( to ) = 0 を 満たす 任意 の SNA) と 任意 の Su (t ) に対して
、

SJ = o

⇐ それら の 保奴 が 0
.

m 停留条件 が得 られる



Th 5.1 、

評価肉奴 ( 5
.

2) を 最小 に する 最適制御 u (t ) ( to IAEA )
が存在 する と し

、

対応 する 最通䡄動 を 水 ( t) と する 、

→ n次元 ベクトル 値 肉奴 入 ( A ) が 存在 し
、

以下 が成り立っ
、

I = f は 、
u

、 t ) 、
水 ( to ) = 水

。
( 5 . 4)

システム の ダイなクス (最適制御 の 制約 条件 )

で 二 一 (没) は 、 い、T.tt
、

入 (A ) = (淡) (NAD ( 5 . 5)

入 に対する 条件 ( 入 の OD は )|
衷州が 、蝲啾

ッ

Remarks
( 5 . 4) - ( 5

.

6 ) を オイラー ・ ラグランジュ 方程式 という
、

o ( 5
.

5 ) を P迫 伴 方程式 と いう .

° ハミルトン 関双 9 定義 より 、 状態 方程式 は
、

いま
正年方程式 と 呼ばれる

が
ー ぼ )

「

いい 、
入

、
t)

と 表せる
。

一、 、 解析力学 における ハミルトン の 正準 方程式 と 同じ形
。

☒ オイラー 。 ラグランジュ 方程式 による 未知量 の 決定

( 5
.

6 ) は
、
各時刻 において 入かい と 同じ 次元 、 方程式

m U ( t ) について 解く こと が できれば 、
水 ( t ) 、 入 ( t ) から UIM が

決まる
、

m) 15.41 : 状態 方程式 、 15.51-a 随伴方程式
から 入かい ( t) を 消 て い 、 水 ( t ) と 入 ( t ) の 連立 方程式 とみなす

。 未知肉奴 水 (t)
、

入 (t ) の 2沢 と 同じだけ の 塤界 条件
。 x ( t) ン 初期 値 つし ( to)
・ 入 (t ) : 終端 値 入 (N )

→ 2点 境界 値 内咫

Remarks
多く の 場合 、

非線形 の 微分 方程式 の 解析解 は 得られ ない
、

|
→ 初期条件 を 未知 パラメータ として 終端条件 が 成り立つ ため の

条件 を 書き下す こと は できない 、

- 非約形 微分 方程式 の 初期値 問題 を 解くため の 奴値解法 は

☒多く ある が 、
2点

、 境界値円咫で は 初期条件 の 一郎 が 未知 の ため 、

そのまま 使用 できない
、

m 最適制御 問題の好値脚を は困難



例 : L の 制御

| 制御 付 象 ン 線形 は制御問題
評価関奴 : 22人形式
→ 2点 境界 値問題が 解ける 、

制御対象
丸 = A ( t) つ( t B ( t ) u

,
N to ) = っし

。

評価 関奴
J こ きつに しが やし (A ) t f

"
I には ( t ) x + UTR ( t) い) d t

to

St .

A (M
.
R ( A ) : 重み 行列

、
(一般性 を 失う こと なく対称 と 仮定できる )

この とき 、
ハミルトン関奴は

、

H (x
,
u

,

7 .
t ) = さかな ( t )が い R(A) い) t か ( Alt ) の t B (t ) u )

である 、

dH

y、
こ つにQt が A

、
芸 = UTR t が B

より
、
オイラー ・ ラグランジュ 方程式 が 以下 の よう に 得 られる 、

っに A つ( t Bus ス ( to ) マス 。 ( 5 . 7 )
が = - Qa - パ 入

、 入 ( A ) = Sf x ( A ) ( 5
.
8 )

に RT が B = O ( 5
.
9 )

この 方程式 は 以下 の 手順で 解く こと が できる
。

R が 正則 なら ば 、
( 5

. 9 ) を Uについて 解いて
、

U = - R
' B 「 入 し 5.ie )

の よう に
、

ムが 入 で 表される
、 これを ( 5

.
7) に 代入

、

I = A x - BR
" が 入

、
水 ( to ) = 孔 。

よって
、

15.8 ) と連立さ せて
、

別 = 1 A が B※ 1- Q - AT
( 5 .

11 )

水 ( to) 二 水 o
、

入 (A ) = Sf か ( A ) は
、 に)

を 得る 、 これは
、
っし ( A) と 入 ( t ) のみ の 連立線形常微分方程式 で 2点境界値問題

、

→ 発見的 方法だ が
、
( 5

.
12 ) の 終端条件 を 参考 に して

、
水 ( t) と 入 ( t ) の 間 に

線形 な 肉係
入 ( t) = S ( t) Nt )

を仮定する 、



S (A ) = Sf と すれ ば 終端条件 は満たされる 。

m も ( t ) と 入 ( t ) = S ( t ) NM が 1 5
、
川 を 満たす よう に 行子1 S ( t) を 決めればよい

( 5
.
11 ) に代入 、

うし[ sx+s.d://t.BR
"

B
「

- a.AT ] 1列
= 1 (A - BR

"

13
「
s )り( - Q - AT s ) x

.

'

.

I = ( A - BR
" BT s ) 3し

i. 5 x = (- Q - ATS ) x - s I

= ( - Q - ATS ) x - s ( A - BR
" BT s ) x

= ( - ATS - SA + SB 1で BTS - A ) x

よって
、 [ 淼 ] こ [ ( A ・ Bが B

「
s ) 水

( - ATS ・ SA t SB R" 13「 s - Q ) × ]
この 式 の 下 半分 は

.

5 t ATS t SA - SB 1で BTS t Q = O
、
S ( A ) = S f

を みたす S ( t) によって 常に 成り立っ 、 この 微分 方程式 は
、

り っ が 微分 方程式
.

S ( A ) = f から 出発 して 、 通 時間 で奴値 的 に 解く
.

上半分 は ス ( AI の 常 微分 方程式
、
水 ( to ) ニス。 を 初期条件 と する 初期値問題

として )し ( t) を 定める 、

この よう に して 定まる っし ( t) と 入 ( t ) = S ( A ) NA ) が 2点堤界値 間咫 の 解 、

対応 する 制御 入力 は し 5.io ) で 与え られる
。

特に 、 入 を Sx で おきかえる と
、

u = 一 が BS っし

の よう に 状態 フィードバック 制御 として表される 、


