
変分 法
- ある 1つ の 停留 曲線 を 考えて 2 点 境界値 問題 を導く

、

→ 最適制御 問咫 に 適用 して 得 られる 解 は 時刻 の𦥯
さまざまな初期状態 に対する 最適制御全体 を 考えれば 、 状態 の 肉 奴
として最適制御入力 を 表現できる

。

→ 動的 計画法

6 章 の 内容
の 連続時間 システム の最適制御 問題に動的 計画法 を 適用 し

、 ハミルトン ・ ヤコビ 、

ベルマン 方程式 を導出する 」

。 ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン 方程式 を 用いて
、
オイラー ・ ラグランジュ 方程式 を

一般化 した最小原理 と呼ば れる 条件 を 導出する 、

6. し
、
ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン 方程式

Given
。 状態 方程式
永 (t ) = f ( っし (M .

u (M
.
t ) ( 6

.
1 )

の 初期時刻 t 。
、

終端時刻 tf 、
初期状態 孔

。

評価 関奴
J = G ( つし (A) ) 十 く (NA)

、
U (M

. t ) d t ( 6
.

2 )
t。

を 最小化 する 最適 制御問題
。

この 最適制御 問題 を 含む 一般 的 な 問題 として
、

以下 の 問咫 を 考える
、

ある 時刻 t ( to IAEA ) に
、
ある 状態 か を 出発 して

、

終端 時刻 A
まで の 評価 肉 奴

J = G ( x (A ) ) 十※ く ( っしに) 、
いに ) 、
t ) d T ( 6

.

3 )

を最小化 する 最適制御 内政
、

水 八
v は 、
t) = min J J = G (x ( AH ) t※ Ld て

灔だい華
!
!

'
(か) 評価肉奴値 は

軌道に依存l

(最小値
は双石がり! ! n

.

t
'
た

A

乂を出発する軌道 は

制御入力 に依存



最適軌道 の 評価関奴値 は
、
V : いし 、 t) は V1水

、
t ) と みなせる

、

A A

が x [ A
。A] R

時間区間 [ t.tt] の 制御 入力 肉奴 を い [ to
.
A] で 表す と

、
肉奴 V1 っし

、
t ) は

V ( っし 、 t ) = min ( G ( x ( ts ) ) t ※ L ( っし に) 、
uに)

、
t ) dり

u [t.tt

で 定義 され
、
値 肉奴 と 呼ば れる

、
(※ in f で テイ ギ ? )

の 値 関奴 で t = t 。
、

つに つく
。
と した とき の 値 V1つく 。 .to ) が 、

元 の 最適 制御 問咫
における 評価 肉奴 ( 6 . 2 ) の 最小値 。

。 t = A + の とき
、
検分 区間 の 長さ が 0 で あり

、
水 (A ) = っし で ある

.

V ( つし
、 A ) = G (乂 ) ( 6 . 4 )

同 V ( x
. t ) が みたす 方程式 の 導出 、

d t : 無限 小 時間 として
、

V は
、
t ) の 定義 式 を 区間 [ t.tt dt] と

[ ttdt.tt ] に 分割
、

V は
、
t ) = min ( I

で
L ( つくに ) 、

いに )
、
t ) d t

u [t.tt]

+6 ( っし ( A ) + J " L ( っし に ) 、
u に) 、
t ) d t )

t + d

to
HI 唄は u [ t + dt.tt] に 依存 し ない

一、 ttdt 以降 の 部分 のみ が い [ t + d t.tt ) によって 最小化される

。 時刻 ttdt に 状態 は っし + fは 、
4

.

t ) d t に なっ ている .| → And A 以降 の 評価 関奴 の 最小値 は
、

V ( x + f ( x ,
u

,
t ) dt.tt d t )

が
V は 、AI = min] J = V は tfdt.tt d t ) t I

圳
Ldt

最紕 !
.
.

.

-_- !ってか
無限小区間 (t.tt dD の

a.嚩 -

-

-

-
- - -

y
i 最適 制御 内咫

、 、

i※ -.- -.-

小 -.- -.- i
'

c T >湾 l tt

最適軌道
vbltfdt.ttdt ) を通る もの とする
「 ・

・ 終端コスト

nirnrh
このように しても 、

最小値
はV は
.tl の まま



以上 の ギロン を 奴ギ で 表現する .

V (っし
、 t) = min

viii. t.at」
} ド
ど
くにに )

、
いに )

、
こ) de

t

t min

umdt.tn
( といは ) ) + ft L (っしに )

、
いに ) に ) に刈役人小区間 の ttdt

最紕
V1 x + f は

、
u.tl dt.tt d t )

= min

n [t.mn
} F
"
くにに )

、
いに ) ii) di t V1 水 + f ( a.cn 、

dt.tt d t ) |
=

mi ( L ( 水 、 u 、
t ) d t t V1 っし + f ( っし

、
u

、
t ) d t.tt dt ) ) ( 6

,

5)
に
dt が無限れ
→ い[t.ttdt] による 最小化 を

、

時刻 tで の 関奴低い (t) に 相当 する
ベクトル u に よる 最小化 におきかえる

V1xtfdt.tt dt 1 を Taylor 展開 ( にこ近似 )

v (xtfdt.tt dt ) = V (x . t ) t [前芸] [岱 ]
こ V1 っし

、 t) t苛は
、
t ) f は 、 u.tl dtt 青 ( っし

、t ) d t ( ☒ )

(X) を ( 6 . 5 ) に 代入
、

V1 )し 、 t) =

mi ( L ( x .
u
.
t )dttva.tl t昔は

、
Nf は 、 u.tl dtt 青い .tl d t )

で
min ( く いし

、
u

. t ) + ないし .tl fa.n.tl + 青い 、
t ) ) = 0 (xx)

ここで
、
5.1 郎 で 導入 した ハミルトン 肉奴

H ( つし 、 u
、
入

、
t ) = L ( つし

、
4

.

t ) + が f し っし
、
u

、
t )

を 用いる と
、

くし つし
、
U

,

t ) + 奇 いし
、
t ) f いし 、

u
、 t ) = H ( x , U , (苛 )

で
は

、
t)

、
t) ( ***)

で ある
。
さらに

、
青い

、

t) は u に 依存 し ない ので
、
(Xx) 、 ( ***) から

- ない .tl = min H ( か 、
u

、
(昔 )

「

いい か
、

t ) ( 6
.

6 )

を 得る 、 この 方程式は
、

ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン 方祝式 と 呼ばれる
、

①右辺 の最小値が存在する とき
、

V (x
,
t ) の 偏 微分方祜 式 と なる

、



Point
。 最適制御 の 評価 肉取値を初期状態 、 関奴 と みなした ところ

| の 区間 [ t.tt ) の 値 肉奴 を
、 部分 区間 [ t t d t.tt ) の 値 肉奴 によって

再帰 的 に表して いる ところ

→ 動的 計画法

以上 の ギロン を まとめる と
、

2 尺 の 定理 を 得る
、

Th 6.1.1最適制御 の 必要条件 )
任意 の 時刻 t ( to Et Its ) に対し 、

任意 の 状態 )( E 1が から 出発 し
、

評価 関奴 ( 6 .
3 ) を 最小化 する 最適 制御 問咫 の 斛 が存在 する と する 、

その 値 肉奴 V1 t.tl が 微分 可能 な とき
、

終端条件 ( 6 . 4 ) の 下 で

ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン 方祜弌 ( 6 .

6 ) が 成立する
、

また
、

最適制御 は ( 6 .

6 ) 石 辺 の 最小値を 達成 している
。

逆に
、

ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン方程式 が 解ければ
、

最適 制御 と値 肉奴
が 得 られる こと も 示せる

、

ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン 方程式 ( 6
.

6 ) の 右辺 を 最小化 する 入力 4 を

U.pt ( x . t) と する と
、
任意 の 4 に 付い

H に 、
4

、 (昔)
「

いし .tl
,

t ) こ H に 、 u.pt に 、
t)

、 (刳らいM
、 サン - 前州

が成立
、

詰 成立条件 は U = u.pt は 、
M

.

ハミルトン 肉奴 の テ代 より
、

2 人 式 を 得る
、

L ( っし
、
u
,
t ) こ - 昔 fに 、

n
.
t) - Y ( x .

t) = 一 に は
、
D

したがって
、

終端条件 16.41 に 注意 して 評価関奴 を 計算 する と
、

J = E ( っし (A) ) 十 く ( ス (t)
、
u ( t)

、
t ) d t

to
V (NN

.M

2 V に (A) .tt ) ) tf ( 一 V1 っし
、 t ) ) dt

to

= V ( っしo.to )

と なる
、

よって
、
寺号 成立条件 は

、
すべて の 時刻 で U ( t) - u.pt (水 M .

t )

が 成り立つ こと で ある 、

この ギロン を 定理 の 形 で まとめる
.



Th 6.2.1最適制御 の 十分条 1キ)
終端条件 ( 6 . 4 ) の 下 で

.

ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン 方程式 ( 6 .

6)
の 解 V1 っし 、 t) が存在 し て 後大分 可能 だ と し

、
各 水 と t に対して ( 6 . 6) の

右辺 9最小値 を達成 する 制御 入力 に u.pt ( っし
、 t ) が 存在 する とする、

また
、
制御 入力 を いこ u.pt (っし 、 t ) で 与えた 閉ループ システム

が ( t ) = f ( I ( t)
、 u.pt ( I (N .

t )
、
t)

、
I ( to ) = x 。

の 解 文 (t) が存在 する と する 。 この とき
、 U.pt ( I (M .

t ) は 時刻 t。 で
状態 )( o から 出発 する 評価 肉奴 を 最小 に する 最適制御 で あり 、

評価 肉取 、 最小値 は V1 っしo.to ) で ある
、

Renato制御 入力 に拘束条件 が 課せ られ
、
ある 集合 RCが から 制御 入力 を

選ば なければなら ない とき で も
、
上 の ギロン は 成立 する

.

の 状態 に対する 拘束条件 が 評価区間全体 や 終端 時刻 において
言果せ られ て いる とき は

、
その よう な拘束条件 の もとで評価 肉奴 が

とり うる 最小値 として 値肉奴 を テイギ する 。

。 ( 6
.

6 ) の 右辺 の 最小 値 を 達成 する 制御 入力 U.pt ( t) は 一般 に

陽に 求められる と は 限ら ない
n - 入力 に関して 状態 方程式 が 12 尺が 評価 肉奴 が 22スギ で
入力 に拘束条件 が ない 場合に は陽 に 求められる 、

例 6.1 入力 アフィン システム
、

制御 対象 と 評価 肉奴 を 少し 限定 して
、

I = f (N t Bい ) が"
が

16
.

7)

J = G ( っし (A) ) +f ( q (水 ( t) ) t えい Ru ) dt 16.8)
t。

と した 場合 を 考える
。

L は 、
U

、 t)

OfME が 、 13 (乂) E が
"

、

8 は) ER , RE RM
"

( 6
.
7 ) の 形 の システム を 入力 アフィン システム という

、
ハミルトン 肉奴 は

.

H に 、
u

、 (昔 )り = q いり + さい Ru t 昔 はいい +13 は) い )

で ある
、

-_- 入力 U に関して 22大

→ R が 正定 なら ば
、

H の 最小 値を達成する い は 一意 に 存在
。



な こ い
「 R t

が

か
B いい こ 。

を 解いて
.

u.pt は 、 t) = - R
" が いい しま )「 (x .

t ) ( 6
. 9 )

と 求め られる
、

これ が ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベル マン 方祝 式 ( 6.61 右辺 の 最小値 を 与える ので
、

一昔 = min H ( か いし刳りい

こ 前 f (N - I 昔 13 (乂) が 13
「
(川 (昔)

「

十 q ( っし ) し 6.io )

の よう に
、
値 肉双 V1水

、
t ) の 偏 微分 方程式 が 得 られる

、

入力 を 消去 した が し 6.ie) を ハミルトン - ヤコビ方程式 と いう こと も 多い 、

特に 、
時間 A に 依存 しない 定常 解 V1川 が存在 した と する と

、

沓 f (N - I 昔 BM R" B (川
「 しぶ)「 t 8 (川 二 O ( 6 . 11)

が 成り立っ 、
これ は 終端時刻 が → o で るり。 t → 0 と なっ た 無限評価

区間 の 円咫 に相当する 、

定常 解 が 求め られれば
、 最適 制御 ( 6

. 1 ) も 時刻 に 依存 しない 状態
フィードバック 制御 になる こと が わかる

.

Q し 6.to ) は 非線形 の 偏 微分 方程式
-_- 解析 的 に 解く こと は 多く の 場合 不可能 、

解析的 に 解ける 例 : LA制御 。

例 6.2.LA 制御
f

I = Alt) x + B ( t ) U
,
x ( to ) 二つ( o L

J こ きが (A ) Sex Its ) tfj え いしな ( t ) × t じ R (t) u) dt

ハミルトン 関奴 は
、

H ( x
、
U

、
入 、 t ) = I ( っしなっし t げ Ru ) tが (Axt Bu )

ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン 方程式 と境界 条件は
、

- Y = mi 3 きば 0 人 t い
「 Ru ) t 昔 ( AX + Ru ) f

VK.tt こえ が St 八



R が 正 定 なら ば
」 最小 値 を達成 する U.pt が 一 意 は 存在 し

るけ こ じ R t な B = O

du

より 、

u.pt = - R
'
B「 しな )

「

16.12)

これ を ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベル マン 方程式 に 代入 して 整理 する と
、

一昔 = えっは 入 十 な AX - I 昔 Bばか しな ) 「 (6-13)

さい「
Ru + な B い

こしで R + 昔 B) い
こ に しま) B や阿部 ) ( ー ば かし訓
こ ー き な BR

" が (昔)
「

( 6 . 13 ) は 何 6.1 の 式 ( 6.1 。 ) に 相当 する 、

る%× の 22人 の 項 を 含む
非線形偏微分方程式 だ が 、 堤界条件 を 参考 に して

し いし
、
t) = I が S ( t ) ス ( 6

.

14)

と おいて
、

1 6 、

1つ ) を みたすやう に 対称行列 S( t) を 決定 できる
。

雫 = が「 5 人
、
昔 = が

( 6
.

14 ) を し 6.13 ) に 代入
、

- た が 5 つ( こ えつしな × t が S Ax - j がS BR" BTS っし

こ が「
( Qt ATS t SA - SB R

"

BTS ) x

が SA入 二 )に ( ATS t SA) ス / 2 for any x

- S = Q + A
「

s + s A - s BR
"

B
「
S
,

S ( A ) = Ss り 、っ カキ 微分族試

と すれ ば
、

イ誌 、 入 と t に対して 境界条件 も含めて ハミルトン ・ ヤコビ ・ ベルマン

方程式 が 満たさ れる
、

最適制御 は し 6.12) に ( 6
.
14 ) を 代入

。

U.pt ( っし 、 t ) = - R
" BS )(

1 6 、

1 4) より
、
)( ( to ) = Re から 出発する 最適軌道 の 評価関取は

、

V は .
.
A ) = INT s (t。 ) ス 。

( 6
.

15)

m 最適制御 と最適軌道 の 評価関 双値 は
、 リッ カキ 微分 方程式 の 解 S ( t) によって

表される
、


